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Problemas
1. Calcular el polinomio de Samuel de un anillo local regular de dimensién 2.

Resolucion:

n+1) —

Si O es un anillo local regular de dimensién 2, entonces GO = O/mz1, 23] y So(n) = ("]

(n+1)n
—

2. Probar que un anillo local noetheriano O es un anillo regular de dimensién r si y sélo si Sp(n) =
("Jr:*l). Para la suficiencia seguir los pasos:

(a) O es regular siy sélo si GO es un anillo regular en el origen.

(b) Si A= Kk[1,...,8,] es una k-dlgebra y m, = (§1,...,8) ¥ k es el cierre algebraico de F,
probar que A es regular en m, si y sélo si A ®j k es regular en m, ®x k.

(c) Si A =k[&,...,&] es una k-dlgebra graduada, con gr&; = 1 y k con infinitos elementos,
demostrar que existe un morfismo graduado finito k[z1,...,z,] — A.
. . . , . _ (n+tr—1
(d) Probar que el morfismo anterior es isomorfismo si y sélo si Sa(n) = ("7 7).
Resolucion:
Si O es un anillo regular de dimensién r, entonces GO = O/m(z1,..., 2] y So(n) = ("*/71).

Veamos la suficiencia. Como G(G,O) = G, O y un anillo local es regular si y sélo si su graduado
es un anillo de polinomios, tenemos que O es regular si y solo si GO es regular en el origen.
Ademas el polinomio de Samuel de O es el mismo que el de GO en el origen. Por tanto,
podemos suponer que O es la localizacién en el origen de una k-dlgebra graduada k[, ..., &),
con gr&; = 1.

Podemos suponer que k tiene infinitos elementos, porque una k-dlgebra finito generada A es
regular en un punto racional si y sélo si lo es por cambio del cuerpo base k. En efecto, el

graduado de A es isomorfa graduadamente a un anillo de polinomios si y sélo si lo es por cambio
de base.

Copiando la demostracion del lema de normalizacién de Noether, tenemos que existe un morfis-
mo graduado finito k[z1, ..., z,] — A. Ahora bien, la dimensién del k-espacio vectorial generado

por los elementos homogéneos de grado menor que n de A es (”+:_1)7 que coincide con la di-

mension de k-espacio vectorial generado por los elementos homogéneos de grado menor que n
de k[z1,...,2,]. Luego el morfismo graduado es isomorfismo.
3. Probar que la localizacién de Z[x] en cualquier punto es un anillo regular.

Resolucién:
Conocemos explicitamente el espectro primo de Z[z]:
pg = (0)
(

SpecZ[z] = py = (p(x)) donde p(x) es un polinomio irreducible
m, = (p, ¢(x)) donde p es un nimero primo y ¢(z) es irreducible en Z/pZ|x]



Ahora ya Z[z],; = Q(x) que es un cuerpo, luego un anillo local regular de dimensién de Krull 0.

Zlz], es un anillo local regular de dimensién 1: El ideal maximal p, - Z[z], = (p(z)), luego
dim Z[z], < 1y tenemos la cadena (0) C (p(z)) luego dim Z[x], > 1. En conclusién, dim Z[z], =
1y como p,, - Z[z], = (p(x) tenemos que Z[z], es regular.

Z[z], es un anillo local regular de dimensién 2: Tenemos la cadena (0) C (p) C (p, ¢(x)), luego
dim Z[z], > 2. Por otra parte el ideal maximal estd generado por dos elementos, luego Z[z], es
un anillo local regular de dimensién 2.

. Sea A un anillo noetheriano regular en todo punto. Probar que A[x] es un anillo regular en todo
punto.

Resolucion:

Sea p, C Alx] un ideal primo. Veamos que A[z], es regular: Sea q,, = AN yp,, localizando
por A — q,» podemos suponer que A es local de ideal maximal q,,. Haciendo cociente por g,
demostraremos que
q ’
- { (a)

(qy,p(2)), con p(x) irreducible en A/q,[z]

En el primer caso es fécil ver que A[z], es de dimensién de Krull mayor o igual que dim A y que
py estd generado por por r pardmetros, luego A[z], es regular. En el segundo caso es facil ver
que A[z], es de dimensién de Krull mayor o igual que dim A+ 1 y que p,, estd generado por por
r + 1 pardmetros, luego Alx], es regular.

. Seamy = (z1,...,2,) y O = (k[z1,...,2,]/(P1,- - ,0r))z. Supongamos que dimO = n — r.
Probar que O es regular si y sélo si rg(gi’;ﬂ (0)) =r.

Resolucion:
. 9ps o . - p .
Si rg(524(0)) = 7, el ideal I = (p1,...,pr) C k[21,...,%n], estd generado por funciones cuyas
J

diferenciales en z son linealmente independientes, luego O = (k[z1,...,z,]/(P1,-..,Pr))s €S
regular.

Si O es regular, de dimensién n — r, entonces existen gi,...,gn—r que generan m, C O. Por
tanto, my = (f1,..., frs 915y Gn-r) C k[z1, ..., Zp]e. Luego, duf1,...,defr,deg1, .., degn—r
forman una base de m, /mi En conclusién, d, f1,...,d;f- son linealmente independientes y

Ipi
rg(22:(0)) = 1.
. Calcular los puntos de Z[v/5] en los que no es regular.
Resolucion:

Z[V/5] = Z[z]/(x* — 5) es un anillo de dimensién 1, regular si y sélo si la diferencial de 22 — 5 es
no nula en todo punto cerrado de (2% — 5)g C Spec Z|x].

(2* —5)
(x> —5)g =14 m, = (p,x? —5) p primo y 2 — 5 irreducible en Z/pZ[z]
m, = (p,z —a) pprimoy a®?=5 mod p



10.

Como una base de m,/m? es dyp, d,(z* — 5) tenemos que en y Z[z]/(z* — 5) es regular.

Una base del Z/pZ-espacio vectorial m, /m?2 es d,p, d.(x —a). Tenemos que 22 —5 = (z —a)(x +
a)+bp = (z —a)? + 2a(x — a) + bp, cuya diferencial es nula si 2a = py b = p. Si p = 2, entonces
podemos decir que a = 1y d, (2% —5) = d.((x —1)?) = 0, luego en m, = (2,7 — 1) Z[z]/(2? - 5)
no es regular. Si a = p, podemos decir que a = 0y m, = (p,z), con p = 5. En este caso,
d.(x?> —=5) =d.,5yenm, = (5,x) Z[x]/(z? — 5) es regular.

Sean X e Y dos k-variedades algebraicas y ¢ € X e y € Y dos puntos racionales regulares.
Probar que X X Y es regular en (z,y).

Resolucion:

Escribamos X = SpecA, Y = Spec B, luego X x; Y = Spec(A @ B) y Mm(g,) = My O
B+ A®y,m,. SidimA; = n, localmente en z, m; = (f1,..., fn) y si dim By = m entonces
localmente en y, my, = (g1,...,9m). Ahora bien, dim(A ® B),,) = n + m y localmente en
(#,9), M@y = (f1- ) frs 915+ -+ 9m) luego X x Y es regular en (z,y).

Otro modo: tsese que el cono tangente al producto de variedades es el producto de los conos
tangentes a cada una de ellas.

Sea O un anillo noetheriano local e I C O un ideal. Probar que si G;yO es un anillo integro
entonces O es un anillo integro.

Resolucion:

Cuando hemos probado que los anillos locales regulares son integros s6lo hemos usado para ello
que el graduado es integro.

Calcular los anillos de valoracion de Q.
Resolucion:

Sea O, C Q un anillo de valoracién. Tenemos Z C O, y sea p, = p, N Z. Entonces el morfismo
Z,, C O, es dominante. Como Z, es de valoracién, entonces Z, = O,. Por tanto, los anillos de
valoracién de Q estdn en correspondencia biunivoca con los puntos de SpecZ.

Calcular los anillos de valoracién de C(x), que contengan a C.
Resolucion:

Sea O, C C(x) un anillo de valoracién que contiene a C.

Si z € O,, entonces Clz] C O, y sea p, = p, N Clz]. El morfismo Clz], C O, es dominante y
como C[z], es de valoracién tenemos que O, = C[z],, donde p, = (z — @) (0 O, = C(x)).

Siz ¢ O, entonces v(1) > 0, luego C[1] C O, y p,NC[L] = (1) = ps. Por tanto, O, = C[1].

En conclusién, los anillos de valoracién de C(x) estdn en correspondencia biunivoca con los
puntos de P (C).
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13.

Consideremos el morfismo C[z,y] — CI[[f]], z — 0,y — senf. Demostrar que O, = C(x,y) N
C[[0]] es un anillo de valoracién discreta, tal que O, /p, = C.

Resolucion:

C[[0]] € C((0)) es un anillo de valoracién, de ideal de valoracién (#), de cuerpo residual C. Si
consideramos el subcuerpo C(z,y) C C(()), tendremos que O, = C(x,y) N C[[¢]] es un anillo
de valoracién discreta, tal que O, /p, = C.

Sea O, un subanillo de valoracién del cuerpo X. Pruébese
(a) Si B es un subanillo de valoracién de ¥ contenido en O,,, entonces existe un ideal primo

p. de B de modo que O, = B,.

(b) Si p, es un ideal primo del anillo de valoracién B, entonces B/p, es un subanillo de
valoracién de su cuerpo de fracciones.

(¢) Seam: O, — O,/p, el morfismo de paso al cociente. Si B es un subanillo de valoracién de
0, /p, entonces 7~ 1(B) es un subanillo valoracién.

(d) Existe una correspondencia biunivoca entre los subanillos de valoracién contenidos en O,
y los subanillos de valoracién de O, /p,.

Resolucion:

(a) Sea p, = p, N B. Entonces B, es un anillo de valoracién de X, B, C O, dominante, luego
0, = B;.
(b) Sea % del cuerpo de fracciones de B/p,. Si & = b" € B entonces % =b0"€B/p,. Siy ¢B

entonces % = b" € B entonces % =" € B/p,. En conclusién, B/p, es de valoracién.

(c) Sea f € X. Siv(f) > 0 entonces f € p, C m~*(B). Siv(f) < 0 entonces v(f™) >0y

St enY(B). Siv(f) =0, entonces f, f~' € O,. Luego f 6 f~! pertenece a B, luego f 6 f~*
pertenece a 71 (B).

(d) Si B C O, es un anillo de valoracién de X, entonces p, C B porque si f € p, entonces
f71¢ 0, luego f~1 ¢ By f € B. Ahora ya por los apartados (b) y (c) es facil concluir.

Sea O, un anillo de valoracién discreta de C(z,y) trivial sobre C.

(a) Demostrar que O, contiene a C[z,y], 0 a C[1,%], 0 a C[%, 2.
(b) Si O, contiene a Clz,y] y p, N Clz,y] = p, es una curva, demostrar que O, = Clz, y]..

(¢) Si O, contiene a Cx,y] y p, N Clz, y] = m, es un ideal maximal, por ejemplo m, = (x,y),
demostrar que O, contiene a Clzy,y1] conzy =2, 1 =L oa1 =7, p1 =y.

(d) Con las notaciones obvias a partir del apartado anterior. Supongamos que p, NC[z,,, Y] es
un ideal maximal para todo n € N. Demostrar que existe un m € N, de modo que v(x,,) (o
v(ym)) es minimo entre todos los v(x,), v(y,). Demostrar que O, = lim O, /(p?) = C[[xm]]

K2

y que por tanto O, /p, = C.
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Resolucion:

(a) Si v(xz) > 0y v(y) > 0 entonces Clz,y] C O,. Siwv(x) < 0y v(y) > v(z) entonces
C[, 4 c 0,. Siv(r) <0yv(y) <ov(r) entonces (C[i, 2] C O,

T’ x
(b) Clz,yl, es un anillo local de dimensién 1 de ideal maximal principal, luego es un anillo de
valoracién. O, lo domina, luego coincide con él.

(c) Siv(§) = 0 entonces Cly, 7] C O,. Siv({) < 0 entonces Clz, ] C O,.

(d) La existencia de m es obvia, ya que del conjunto de ntmeros naturales {v(x, ), v(yn) }nen
existe un m, tal que v(Zy,) (6 v(¥m) es minimo). Tenemos que Y1 = y";iﬂ, es decir, Y, =
a+ T Yma1 (Y a1 = Tm)- Siguiendo este proceso, tenemos que

ym = (Q_aiwh,) + 23 Ymnta

Por tanto,

Cllzm]] = liiﬂ C[xm,ym]/(PZ N Clzm, Ym]) — Oy

n

Ahora bien, O, = O, N C(z,y) = C[[z,,]] N C(z,y), por tanto O, — Cllzy]], v(zm) =1y
O, = Cl[zm]]-

Sea A un anillo fntegro y G un grupo aditivo totalmente ordenado. Sea v: A — {0} — G una
aplicacién tal que

(a) v(fg) =v(f) +v(g) y v(1) = 0.

(b) v(f +g) = min{v(f),v(g)}

Probar que v extiende a una valoracién del cuerpo de fracciones de A.
Resolucion:

Todo morfismo de un semigrupo en un grupo extiende de modo unico al grupo (del modo obvio).
Asf pues, sélo nos falta probar que la extensién, que seguimos llamando v cumple (b). Ahora
bien, multiplicando por una t € A, podemos suponer que ft, gt y (f + g)t pertenecen a A. Como

o((f +9)t) = min{o(f),v(gt)} por (a), v(f + g) = min{v(f), v(g)}.

Sea Z x Z con el orden lexicografico. Fijemos ¢(z,y) € Clz,y] y un punto ¢ de ¢(z,y) = 0.
Consideremos la aplicacién v: Clz,y] — {0} — Z x Z, definida por, v(p(x,y)) = (n,m), donde
p(z,y) = q(z,y)" - r(z,y) (r(z,y) no divisible por ¢(z,y)) y m es la multiplicidad de p(z,y) en
q. Demostrar que v extiende a una valoracién de C(z, y).

Resolucion:

Sea a un niimero irracional positivo. Demostrar que la aplicacién v: Clz,y] — Z + Z«, definida
por v(}" e mx"y™) = min{n + malcy,m # 0} extiende a una valoracién de C(x,y).

Resolucion:



17. Sea ¥ un cuerpo. Un valor absoluto en ¥ es una aplicacién f: ¥ — R™ satisfaciendo los
siguientes axiomas
(a) f(z)=0siysdlosiz=0.

(b) flzy) = f(2)f(y), para todo z,y € 2.
(¢) f(z+vy) < Cmax{f(x), f(y)} para todo z,y € X y cierto C € R*.1

Pruébese que existe una correspondencia biunivoca entre los valores absolutos con C' =1 (“no
arquimedianos”) y las valoraciones de X con valores en R. (Pista: Dado un valor absoluto f,
pruébese que log(—f) es una valoracion.)

Resolucion:

18. Sea C = C[J co. Impongamos —oo = 00, 0~! = 00, co™! = 0; a + 00 = 00 + a = oo, para todo
a€C;00-a=a-00 =00, para todo a € C. Sea K un cuerpo. Sea f: K — C una aplicacién
tal que

flaty)=f@)+ fy), f@ y) = flx) fly), f(1)=1

siempre que los términos escritos tengan todos sentido. Demostrar que los z € K tales que
f(x) # oo (es decir, valor finito) forman un subanillo de valoracién de K. 2

Resolucion:

19. Pruébese que el anillo local de k[z,y] en el origen es integramente cerrado pero no es un anillo
de valoracion.

Resolucion:

El ideal (z,y) no es principal porque dimg(z,y)/(z,y)? = 2, por tanto, el anillo local de k[x,y]
en el origen pero no es un anillo de valoracién. Por otra parte, k[z,y] es integramente cerrado
en su cuerpo de fracciones porque es un dominio de factorizacién tnica. Las localizaciones de
dominios integramente cerrados son integramente cerrados.

20. Sea O un anillo local integro. Probar que el cierre entero de O en su cuerpo de fracciones es la
interseccién de los anillos de valoracién del cuerpo de fracciones que dominan a O.

Resolucion:

Sea X el cuerpo de fracciones de O. Si £ € ¥ no es entero sobre O, veamos que (m,£71) es un
ideal propio de O[¢™1]: Si (m, 1) = (1), entonces existe una relacién mg + Y, a;§~* = 1, con

1En Bourbaki, Commutative Algebra, puede verse: Se verifica que C > 1. Si C < 2 la condicién tercera, supuestas
las dos primeras, equivale a f(z 4+ y) < f(z) + f(y). Todo valor absoluto define la topologia donde la base de entornos
de un punto x € ¥ es {y € | f(z — y) < €}, para ¢ € RT. Si identificamos dos valores absolutos si definen la misma
topologfa, podremos suponer que C = 1 o C = 2 (tomando f¢, para cierto o € RT), denominado valor absoluto
“arquimediano”. Asi puede verse que los valores absolutos de Q estdn en correspondencia con el conjunto de ntimeros
primos positivos junto con el valor absoluto “arquimediano” estandar de Q. El teorema de Gelfand-Mazur, dice que si
3. es una R-extensién de cuerpos, y posee una norma compatible con la estructura de dlgebra de X, entonces ¥ es R o
C. El teorema de Ostrowski dice que si f es un valor absoluto arquimediano, entonces ¥ es una subextensién densa de
R o Cy f es equivalente al valor absoluto estédndar.

2Sea, K es el cuerpo de funciones meromorfas sobre una variedad analitica compleja de dimensién 1. Entonces
f: K —C, g g(20), siendo zp un punto de la variedad, es un ejemplo del parrafo anterior.
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mo €Emy a; €O. Luego Y, a;{™" es invertible y (£71) = (1), £ € O[¢!] y € es entero sobre
O, contradiccién. Sea pues m, un ideal maximal que contenga a (m,£71) y O, un anillo de
valoracién que domine a O[¢~],. Entonces v(§~1 >0y £ ¢ O,.

Luego el cierre entero que estd incluido en la interseccién de los anillos de valoracién del cuerpo
de fracciones que dominan a O, ha de coincidir con dicha interseccion.

Sea A un anillo noetheriano fntegro de dimensién 1. Sea A el cierre entero de A en su cuerpo de
fracciones. Dado a € A no nulo, probar que l4(A/aA) > 14(A/aA). Probar que A es un anillo
noetheriano de dimensién 1.

Resolucion:

A/aA es un anillo noetheriano de dimensién cero, luego de longitud finita.

[(M/N) es igual al nimero maximo de eslabones que podemos introducir en la inyecciéon N «—
M.

Sea B una A-subélgebra finita de A. Del diagrama conmutativo

A—B

A—B

se tiene que [4(A/aA) = la(B/aB). Como A el limite inductivo de sus A-subdlgebras finitas,
se obtiene que l4(A/aA) > 14(A/aA).

Dada una cadena de ideales de A, I; C I, C --- C I, C, y dado a € I; no nulo, podemos
suponer, sustituyendo A por Ala], que a € A. Ahora bien, la cadena escrita estabiliza, porque
haciendo cociente por a4, estabiliza, ya que A/a - A es de longitud finita. En conclusién, A es
noetheriano.

Sea O un anillo local noetheriano integro, ¥ el cuerpo de fracciones de O y m = (aq,...,a,) su
ideal maximal. Probar

(a) Si O, es un ideal de valoracién de ¥ que domina a O, para algin i, O, contiene a
o[%,..., % q,] = B. Ademé&s, m - B es un ideal principal propio de B.

a;’ Y a; )

(b) Existe un anillo local noetheriano de dimensién 1, en X, que domina a O.
(¢) Existe un anillo de valoracién discreta en ¥ que domina a O.

(d) El cierre entero de O en su cuerpo de fracciones es la interseccién de los anillos de valoracién
discreta que lo dominan.

Resolucion:

(a) Del conjunto {&};; sea 2 de valor maximo. Entonces, v(¥E) > 0, porque si v(%:) <0,

entonces a ' a a a
J J k J

) = — ) — —) > L

()=o) = o) - () > ()

4 4

Por tanto, O[2

a1
a; "

. %7ai] C Ov. Ademésa m-B= <a")
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(b) Si p, es un ideal primo minimo de B con la condicién de contener a m - B entonces B, es
dimensién 1, pues m - B es principal. Ademas B, domina a O.

(c) El cierre entero de By, B, es un anillo noetheriano de dimensién 1. Si localizamos en
cualquier ideal primo de la fibra de xz obtenemos un anillo de valoracién discreta que domina
B, yaO.

(d) Pruébese como en el problema 20.
Sea A un anillo noetheriano integro y A el cierre entero de A en su cuerpo de fracciones.

(a) Si0# I C A esun ideal, definir inclusiones naturales, A < Hom (I, 1) — A.
(b) Si0# I C A es un ideal radical, probar que Homa (I, A) N A = Homu4 (I, I).

Resolucion:

(a) Sea X el cuerpo de fracciones de A. Localizando en el punto genérico, es facil ver que todo
endomorfismo de I, es la homotecia por un f € X, tal que f-I C I. Ademds, esta f verifica el
polinomio caracteristico (fijemos un sistema generador de I), luego es entera sobre A.

(b) Un morfismo I — A es una homotecia por cierta f € 3. Supongamos que f es entera sobre
A. Es decir, sea f € Homy(I,A)NA. Si f-1 € I, entonces existe un ideal primo p, C A que
contiene a I pero no a f - I. Localizando en z, podemos suponer que f - I = A. Por tanto, I es
principal, I = (f~1). Ahora bien, f ¢ A[f~!] = A, luego f no es entera sobre A, contradiccién.
Por tanto, f € Homa (I, 1) y Homa(I, A) N A =Homyu(I,I).

Sea A un anillo noetheriano integro y A el cierre entero de A en su cuerpo de fracciones. Sea
Y C Spec A el conjunto de los puntos x, tales que A, no sea integramente cerrado en su cuerpo
de fracciones. Sea I un ideal radical no nulo que se anule en todo Y.

(a) Dada h = 5 € A, probar que (Anul(hA/(hAN A)))o={x € SpecA: h¢ A,} CY.
(b) Probar que existe n € N de modo que I" C Anul(hA/(hA N A)).

(c) Probar que si A = Homy4 ([, ) entonces A es integramente cerrado en su cuerpo de frac-
ciones.

Resolucion:

(a) Si h € A,, entonces hA, N A, = hA, y (hA/(hAN A)), = 0. Si h ¢ A,, entonces
hA; N Ay #hAy, y (hA/(hAN A))y # 0. En conclusién,

(Anul(hA/(hAN A)))g={x € SpecA: h ¢ A,}
Siz ¢ Y, entonces A, = A, y por tanto, h € A,. Luego,

{r €SpecA: h¢ A} CY
(b) Por (a), I C rad(Anul(hA/(hANA))), luego existe un n € N de modo que I C Anul(hA/(hAN
A)).

(c) Dada f € I", tenemos que f-hA C A, luego h € Homa(fA, A)Nn A = Homa((f), (f)) = A.
En conclusién, A = A.



